Funkcja maksymalna i przyjaciele (praca domowa)

Zasady. Ponizsze zadania nalezy odda¢ na pismie do 31 maja 2019. W formie
papierowej prace mozna ztozy¢ najpézniej na ¢wiczeniach, w formie elektronicznej do
polnocy. Zadania nalezy rozwiazywac¢ samodzielnie, oczywiscie bez ograniczen przy
korzystaniu z literatury. Tresci pojawiajace si¢ we wskazéwkach réwniez wymagaja
uzasadnienia. Uprzedzam, ze mogtly sie tutaj znalez¢é (niezamierzone) bledy — prosze
je zghaszac, to moze wszystkim uprosci¢ zycie.

Definicja. Dla u € L _(R") definiujemy funkcje maksymalng Mu: R* — [0, o0]
wzorem

Mu(z) = sup [u(y)] dy.

r>0 Br(x)

Nalezy odnotowaé, ze M nie jest operatorem liniowym, ale spetnia M(f+g) < M f+Mag.

Twierdzenie Hardy’ego Littlewooda. Zachodza nastepujace oszacowania:

Mulr < Anpllullrr  dlawe LP(R™), 1< p < oo,

Anl

H{Mu > N} < /\’ lullzr  dlaw € LY(R™), A > 0.

Zadanie 1. Wykazac¢, ze jesli u € W1P(R"), to
u(x) = uly)| < Culz —y|

dla p.w. x,y ze zbioru {M|Vu| < A}.

Wskazowka. Wykorzysta¢ nieréwnos¢ Poincarégo do oszacowania réznicy Srednich
|ty 9k, — Uy 9-1-1,.| Na kulach By-r, ().

Zadanie 2. Wykazaé, ze dla dowolnej funkcji v € WP(R") i dowolnego ¢ > 0
istnieje funkcja lipszycowska v: R® — R taka, ze u = v poza zbiorem o mierze
Lebesgue’a nieprzekraczajacej e.

Wskazowka. Jesliv: A — R jest L-lipszycowska, to U(z) = inf{v(a)+L|x—al| : a € A}
jest jej L-lipszycowskim przedtuzeniem na R™.



Nastepne zadania pokazuja, ze funkcja maksymalna Mu dziedziczy po funkcji u nie
tylko catkowalnosé, ale i regularnoscé.

Zadanie 3. Wykazaé, ze jesli funkcja u: R™ — R spetnia warunek Holdera z wy-
ktadnikiem 0 < e < 1istatg C > 0

lu(z) —u(y)| < Clz —y[* dlaz,yeR",
to funkcja maksymalna Mu réwniez.

Zadanie 4. Wykazac¢, ze jesli u € WP(R"), to dla dowolnego r > 0 funkcja
ve(x) = ][ u(y)| dy
@ =4, )

réwniez nalezy do WHP(R") oraz |0;v,| < MO;u punktowo.

Zadanie 5. Sprawdzi¢, ze jesli dany jest ciag stabo zbiezny wy — w w LP(R™) oraz
wy = 0, to w tez jest funkcja nieujemna.

Zadanie 6. Wykaza¢, ze jesliu € WH(R") i1 < p < oo, to rtéwniez Mu € WIP(R"),
ponadto zachodzi nierownosé

|0;Mu(z)| < Mou(x) dlap.w. z € R".



